Durumlarin Siniflandirilmasi

Tanim 1. {Xn,,n > 0} kesikli parametreli kesikli durum uzayli bir Markov Zinciri
olsun. Bu zincirin j-durumundan j-durumuna ilk kez n zamaninda ( ya da n-inci
adimda) gecme olasiligl n’ye bagl bir rastgele degiskendir ve asagidaki gibi ifade
edilir.

M

ij =P(X1 ¢j:X2i]':---;Xn—lij:an]'/oni) (1)

Not. ]‘i;n) “de ilk kez n adimda i ‘ den j’ ye gecmis pi(}l) “de ise ilk kez zorunlulugu
yoktur.
Tanim 2. ilk kez i durumundan j durumuna gecis zamani,

Ty = min{n > 1: (X,, = j|X, = i)} (2)
Tanim 3. ilk kez i durumundan j durumuna gegis olasilig

fij = P(Ty < ) = ¥, 3. (3)

Not. f;; # fi?) = p;j olduguna dikkat edilmeli.

fij=1 ise Tj; < oo. Sayet Tj; = oo ise i-durumundan baslayan zincir hi¢ bir

zaman j-durumuna gelemez.

Tanim 4. j durumunda olan zincirin j “ ye geri donmesi kesin ise bu duruma rekurent
(geri dondlen) durum denir. Yani;

Tanim 5. j durumunda olan zincirin j “ ye geri donmesi olasiligi kesin degil ise bu
duruma transient (gecis) durumu denir.

fij#1 veya f;;<1. (5)

Tanim 6. j durumundan j durumuna ilk donis zamaninin beklenen degeri asagidaki
gibidir.

M; = My; = E(Tj;) = Sy nP(Ty; =n) = L n £V (6)

Tanm7. f;; =1ve M;; < o ise j durumuna pozitif (+) rekurent durum denir.

fij =1 ve M;; = ise j durumuna sifir (etkisiz) rekurent durum denir.



Tanim 8. f;;ve fig.") soyle tanimlanir.
a.  f=3f, n=1 (7)

b. f(n) XY jzk plkf(n YVonz2 (8)

Durumlarin siniflandirilmasi asagidaki sekildeki gibi gosterilir.
Transient

j-Durumu Sifir rekurent

Reku ren\><:

Pozitif rekurent
Sekil-1

Ornek 1. {Xn',n > 0} Markov Zinciri, durum uzayl E = { 0, 1} ve gegis matrisi P
asagidaki gibi veriliyor.

P=[1;a 1—b]

a) 0 durumunun rekurent olup olmadigini bulunuz (fy, =7?)
b) 0 durumu rekurent ise bunun pozitif rekurent mi yoksa etkisiz rekurent mi
olup olmadigini bulunuz(M,, =?).

Cozim a) Yukaridaki tanimlardan

foo = lise O durumu rekurenttir veya fy,o < 1 ise 0 durumu transienttir.
foo = P(Too < ) = X7 1f(n)—Poo+Zn zf(n) , Poo=1-—a

2 3
Yo 2f(n) (0) +f( )

1
(2) = Po1f10 = Po1P1o» Poo=1—a, fio# fl( ) = P1o

(3) () (2)

= P01f10 ) = P11f10 = P11P10



3 _
00 — Po1P11P1o

4 _ 2
00 — Po1P11 P1o

-2
0((;1) = p01p§11l )P10
foo = % + % +0+0+--=1 oldugundan O- durumu rekurenttir.
b) (6) esitliginden
Moo = E(Too) = Zit-anfyg

— (1) 0 — hY(n-2)

= 1f,,” + Xn=2na (1 —b)

_atb

— < 0,
b

Boylece O -durumunun pozitif rekurent oldugu sonucuna varilr.

Ornek 2. Durum uzayi E = {0,1} ve bir adim gecis matrisi asagida verilen Markov
zincirinin durumlarini siniflandiralim.

_[1/3 2/3
P _[ 1 0 ]
foo=1 ve My, = g < oo oldugundan 0-durumu pozitif rekurenttir. Ayni mantikla 1

durumuna da bakilabilir.

Ornek 3. Durum uzayi E = {0,1,2} olan ve bir adim gecis matrisi asagida verilen
Markov zincirinin 0 durumunu inceleyelim.

0 1/2 1/2
P ::[1/2 0 1/2]
1/2 1/2 0
(1) esitliginden
D =PX, =0/Xy = 0) =ppy=0
00 = P& =0/X,=0)=py=0.

2
E)o) =P(X,=0,X; =12/ Xy = 0) = po1P10 + Po2P20

1
2

D =P(X3=0, X, =12, X, = 1,2/ X, = 0)



= Po1P11P10 T Po1P12P20 T Po2P21P10 T+ Po2P22P20
N
=(3)

- P(X,=0, X3=12,X,=12, X; =12/ X, = 0) X, = 0)

-

(n-1)
m _ (1
w =G
1 2 3 4
foo = () f() f() f()
1 1\, [1)3
=0+3+(;) +(3) +
= 1.
Ayrica My, = 3 bulunur. 0 durumu pozitif rekurenttir.

Odev 1. Durum uzayr E =1{0,1,2,3,4 } olarak verilen bir Markov zincirinin bir
adim gecis matrisi asagida veriliyor. f,, olasiligini bulunuz.

1/3 0 2/3 0
0o 0 o0 1
1 0 o0 O

1/5 2/5 0 1/5

P =

Teorem 1. {X,,,n > 0} kesikli parametreli kesikli durum uzayl bir Markov Zinciri ve
durumuzayl E = {0,1,2, -} ve gegis olasilig p;; dir. Bu baglamda pg.l) olasiligr igin

asagidaki formul dogrudur
pl(Jn) fl(k) (k) , n=>1 (10)
Ispat. pi(;l) = P(X,, =j/X, = 1) ve asagidaki olayi géz 6niine alalim.

B, = {Xl * L Xy FJ, e, Xno1 FJ, X5 :]}

ve zincirin ilk kez m adimda j durumunda olmasi olayr olsun. Toplam olasilik
formiline gore asagidaki ifade yazilir.

P = S P(Xn = j/Xo = i, B) P(Bi/Xo = i)



Buradan da
pl(]n) _ fl(k) (n—k) , n>1

elde edilir. Bu teoreme ilk varis teoremi denir.

Teorem 2. ). Op(n) = 00 = j-durumu rekurent,,

hIas op(n) < o = j-durumu transienttir.

Ispat. Pozitif tamsayilar icin X tesadiifi degineninin olasilik cikaran fonksiyonu
9(2) = Y P(X = k)z", |z| <1 (11)
olmak (zere fjg.n) in olasilik ¢ikaran fonksiyonu
Fyi(2) = Sio, £ 2" (12)

p](.?) in olasilik ¢ikaran fonksiyonu

ij(Z) Yne op(n) . (13)

Teorem 1’ deki esitligin her iki tarafini  z™ ile carpip 1 den o a kadar toplanirsa,

k
Zn 1p(") n_zn 12 () (n k) ,n

Eger sol taraf 0 dan baslasaydi Greten fonksiyon olacakti. Bu baglamda,
Py(2) =y = Py(2) = 8y = Tl Ty V2RI 2
P;j(z) = 6;; = P;j(2)Fy;(2). (14)
(14) formilinde i =j ise §;; =1,i #] ise §;; =

Pjj(2) =1 = P;;(2)F; (2).

1
i v 1

(15)de z=1 alinirsa

F;i(1)=1- (16)

]

Eger burada Z,"{;Opj(.;l):oo ise j durumu rekurent,



(n)

Y oPj;° < ise j durumunun transient oldugu goralur.

Sonug. Tanim 4 ve Tanim 5’ den

P(Tj; < ) = F;(1) = 3, /7 = f

elde edilir. Teoremin sonucu olarak

P(Tj<w)=1= F;1)=1-==1

Teorem 3. F;(1)=M
i _ (n)
spat.  Fy(2) = N £z
F;i(2)
” —Zn 1 f(n)
Buradan

Fi(1) = Swanfy” =M

(17)

(18)

Ornek. Bir pazarlamacinin A, B ve C kentleri gibi tic bolgesi vardir. Bu pazarlamaci

ayni kentte ardi ardina satis yapamaz. Eger bir glin A kentinde satis yapmissa ertesi

glin B kentinde satis yapar. Bununla beraber B de ya da C de satis yaparsa ertesi giin

A kentinde iki kati kadar satis yapar. Buna gore,

a. Bir adim gecis matrisini olusturunuz.

b. Satisa C den baslamissa bir hafta sonra tekrar C de satis yapma olasiligl ne olur.

c. Satisa A dan baslamissa ¢ glin sonra B de bes glin sonra C de satis yapma olasiligl

nedir.

d. B den B ye ilk gecisin olasilik ¢cikaran fonksiyonunu buluyuz.
e. B den B ye ilk donis olasiligini bulunuz.

f. B den B ye ilk donis ortalama kag glinde gerceklesir.

Co6ziim. Bu zincirin durum uzay1 E = {A, B, C } dir.

o 1 0
a. P=|2/3 0 1/3]
2/3 1/3 0

b. PX,=C/X,=C)=p =0.1728

c. P(Xs=B, Xs=C /Xo=A4)=pp? =0,7778.0=0



d. B durumundan baslayan zincirin ulasabilecegi muhtemel durumlar asagidir.

1/3 B

(12) esitliginden
F ( ) — Zoo M, _n
J:3: 304 n=1/gg Z

2 12 11
Fgp(2) = Z;’f=1f3(§)z” =31 z? +§§1.Z3 +33 z2.

3
Fgp(2) = 72222 .
e. (17) esitliginden ve yukarndaki Fgg(z) ifadesinden Fgg(1) = fzp =

1 olur, yani B durumu rekurenttir, satici bu bolgeye 1 olasiligi ile kesin
donecektir.

f. Teorem 3 den

’ __l4z+6z
FBB(Z) =7

F’BB(l) = Mpp =20/9

olarak bulunur, yani saticinin B bélgesinden c¢iktigi giinden itibaren ortalama 20/9
gln icerisinde geri donmesi beklenir.



ilk varis olasiliklarinin matrisler yardimiyla bulunmasi.

-1
iﬁn) = Xjzk Pikfk(jn . nz2

(9) formulini matris biciminde yazarsak

oM =Q o\" Y, n>2 (19)
(n)
Doj 0 0j
P’ de [p1j| = |0| yazarak Q matrisi elde edilir ve (p](.n) = f(n) olarak
: : )

tanimlanir.
Ornek. {Yn,,n = 0} Markov Zinciri, durum uzayir E ={0, 1, 2} ve gecis matrisi P
asagidaki gibi veriliyor.
1 0 0
P = l1/2 1/6 1/3]
1/5 3/5 1/5

Jj =2 igin fig.n) degerlerini bulunuz. Ayrica 2 durumunu inceleyiniz.

Cozim. (19) formilinden n = 2 igin

) 1 0 0770 0

02 1 1 1 11

@l =5 2z O3l=15:

| =2 e 3| =136

(2) 13 ol)d 31

22 5 5 5 55

n =3 igin

0(23) 1 0 0770 0
1 1 11 1,1

ol -7 5 Ol5s|=[z@"

3) 13 ofll32 311

22 5 5 55 5 63

n =4 igin



0(24) 1 0 0770 0
11 11 1A
W=z & o3s|=|5 @
1 3 31 3,1 1
20 B CR-I | =5 I
(@) [ 0
Genel halini yazarsak (" = | = ; @
[O) 3 (Hn-22
22 L 5 "6 3

for = F)+ 32, ;00 =1 RS, ()” 21 1—1< 1 oldugundan 2 durumu

transienttir.

Tanim 9. pi(;) > 0 olacak bigimde bir r > 0 tamsayisi varsa i durumunun j durumu

ile baglantisi vardir. Eger i, j ile baglantili (i — j)ise ve j, i,ile (j = i) baglantili
ise i ve j‘yekarsilikh baglantili (i & j) durumlar denir.

Tanim 10. j € E igin p;; = 1ise j-durumuna yutucu durum denir.
Tanim 11. Elemanlari bir Markov zincirinin durumlari olan bir S # @ kiimesi igin,
p;;™M=0  i€SjeS

saglaniyorsa, S kiimesi kapalidir denir. Yukaridaki tanimdan su sonuca varilir; Eger S
kiimesi yalnizca bir durum iceren kapali bir kiime ise bu durum yutucu bir durum
olmak zorundadir.

Tanim 10. Tanim. S kiimesi bir Markov zincirinin kapali kimesi olsun. S kiimesindeki
her durum aralarinda baglantili ise Skiimesine indirgenemez kiime, bu Markov
Zincirine de indirgenemez Markov Zinciri denir.

Tanim 11. j - durumunun periyodu
d(j) = eob{n > 1; p(n) > O}

olarak veriliyor, buradaki eob en buyik ortak bélendir. Eger d(j) > 1ise. j durumu
d(j) periyodu ile periyodik olarak adlandirihr. Eger d(j) = 1ise. j durumu periyodik
degildir. Her zaman p;; > 0 oldugunda da j durumu periyodik degildir.

Tanim 12. j — durumu periyodik olmayan bir durum ve pozitif rekurent ise bu duruma
ergodik durum denir.



Tanim 13. Bir Markov zincirinin gegis matrisinin herhangi bir kuvvetinin batin
elemanlari pozitif ise yani pi(jr) > 0 olacak bicimde bir r € Z* sayisi varsa bu matrise

reguler stokastik matris denir.

Ornek. {Xn,,n = O} kesikli parametreli kesikli durum uzayl bir Markov Zinciri ve
durum uzayl E ={0,1,2,3} ve bir adim gegis matrisi de

0 0 05 05

p_|0 0 05 05
04 06 0 0

01 09 O 0

a) Bu zincir indirgenemez bir Markov zincirimidir?
b) Bu matrisin durumlarinin periyodik olup olmadigini bulunuz.
C) Bu matrisin tim durumlari igin rekurentligi arastiriniz.

Cozim. a) ilk gecis matrisi icin(tek adimda), (1 3), (1o 4), (2 3), (2« 4)
karsilikl baglantilidir. Ayrica diger durumlar icinde P2 ye (iki adima) gére karsilikh
baglantilidir. (1 -3 > 2) ve (2—-3 - 1) olurbu (1 & 3 & 2) anlaminda dir.

Sekil -1

Bu sekilden de goriilebilecegi gibi 1ile3 (1 & 3),1liled (1 o 4)veile3 (2 3),
2ile 4 (2 & 4) ilk gecis matrisinde karsilikl baglantilidir. iki asamada ise (1 © 3 © 2)
ve (3 & 1 © 4) olur. Bu durumu gegis matrisinin ikinci kuvvetinden de gorebiliriz.

0,25 0,75 0 0
0,16 0,84 0 0
0 0 0,32 0,68
0 0 0,23 0,77

p? =

b) P matrisinde p;; > 0 ve P? matrisinde ise p?; = 0 oldugundan d(j) = 2 olur,

Yani kosegen elemanlari matrisin tek kuvvetinde sifiri ¢ift kuvvetinde ise sifirdan



farkh degerler alir. Boylece 1, 2, 3, 4 durumlarinin 2 periyodu ile periyodik oldugunu
soyleyebiliriz.

¢) Tim durumlardan diger durumlara gecis oldugundan durumlarin timu rekurenttir.
Teorem. Eger i « j karsilikli baglantili ise o zaman asagidaki kosullar saglanir.

a) [ ve jayniperiyoda sahiptir.
b) i transientise j de transienttir.
c) isifir rekurentise j de sifir rekurenttir.

Ornek. Durum uzayr E={1, 2, 3, 4, 5, 6} olan bir MZ nin bir adim gecis
matrisi asagidadir.

0.50 0.50 0.00 0.00 0.00 0.007
0.25 0.75 0.00 0.00 0.00 0.00
P = 0.25 0.25 0.25 0.25 0.00 0.00
0.25 0.00 0.25 0.25 0.00 0.25
0.00 0.00 0.00 0.00 0,50 0,50
L0,00 0,00 0,00 0,00 050 0,50

Bu matrisin durumlarini inceleyelim: { 1, 2} ve {5, 6} kimeleri indirgenemez
kapali kiimelerdir, ve pozitif rekurenttirler. 3 ve 4 durumlari transienttirler.
3 — 4 - 6 ancak 6’dan geriye donls yoktur. Tim durumlar aperiyodiktir ¢lnki

p](.;.() > (0. Boylece 3 ve 4 durumlari transient 1,2,5 ve 6 durumlari ergodiktir.

pll = 050 n= 1

) _
11 (n—2)

P12P2; P21 = (0.5)(0.75)"7(0.25) ; n =2

fi1 =Z${’=1f1(1n) oldugundan 1 durumunun rekurent oldugu ve
M= Z;‘{;lnfl(f) = 3 den de pozitif rekurent oldugu gorilir. Ayrica 2,
5 ve 6 durumlariicinde ortalama donis zamanlari da bulunabilir.

f33 igin,

p33:O.25 ; n:]_

) _
33

3D sy = (0.25)(0.25)"72(0.25) ; n =2

fas = Z?fﬂfg(gn) = § <1 oldugundan 3 durumu transienttir bu 4 durumu iginde
gecerlidir.






